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(S 57 (0 2)) 
door 
Ph. van Elteren 
Over bacteriologisch wateronderzoek 
voJ~ens de verdunniE~smethode. 
1 .. Inleiding. 
1 .. 1 De verdunningsmethode (Eng$: dilution method) is een 
vorm van ba.cteriologisch onderzoek, die vaak gebruikt wordt 
om het gehalte aan coli-bacterien van water te bepalen~ Men 
neemt d.aartoe een aantal monsters van het te onderzoeken 
water en ent deze op voedingsbodems, die voor de ontwikke-
ling van coli-bacterien gunstig zijn. Bij de ontwikkeling 
van coli-bacterien in een dergelijke voedingsbodem treedt 
een gisting op, welke gemakkelijk waar te nemen is. Men 
veronderstelt, dater dan en slechts dan gisting optreedt 
in de voedingsbodem als het geente monster een of meer coli-
bacterien bevatte .. Zulk een monster noemen wij positief en 
een monster dat geen gisting veroorzaakt (derhalve geen coli 
bacterien bevat), negatief .. Het schijnt mogelijk te zijn, 
dat de coli-bacterien kolonien vormen in het water .. Deze 
kolonien zijn bij deze methode niet te onderscheiden van een 
enkel individu. Er bestaat bovendien de mogelijkheid dat 
de kolonien uiteenvallen. Wij zullen ons met de moeilijk-
heden, die hieruit voortvloeien, niet bezie houden, omdat 
zij meer op bacteriologisch terrein liggen., 
1.2 De experimentele gegevens, voortvloeiend uit een onder-
zoek volgens de verdunningsmethode zijn dus: 
1e .. De volumina van de gebrui.kte monsters., 
Wij verstaan onder het volmne van een monster het vo-
lume van het onverdunde te onderzoeken water dat in het 
monster aanwezig is en dat dus, eventueel na verdunning, 
op een voedingsbodem geent wordt. 
Al naar gelang het doel van het onderzoek en de voor-
kennis die men omtrent het resultaat heeft werkt men met 
monsters van een volume v of met monsters van meerdere vo-
lumina v 1, v?,$~., v, waarbij m het aantal verdunnin~en 
- m 
genoemd wordt .. In het laatste geval gebruikt men gewoonlijk 
gelijke aantallen monsters van ieder volume, terwijl de 
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volumina een meetkundige reeks vormen. De reden a van deze 
reeks heet de verdunningsfactor. 
2e. Voor ieder der m gebruikte verdu.nningen met monster• 
volume vi (i = 1, 2, ••• , m). 
a) Het totale aantal ni der gebruikte monsters van deze 
verdunning .. 
b) Het aantal daaronder ~ositief bevonden monsters pi. 
Men tracht aan deze experimentele gegevens een inter-
pretatie te geven in de vorm van een schatting van f, ~ 
aantal coli-bacterien per cm3 in het onderzochte water in 
onverdunde vorm. (Wij zullen dit aantal coli-bacterien kort-
weg de coli-dichtheid van het onderzochte water noemen). 
1.3 Dit overzichtsrapport is een samenvatting van de litte-
ratuur betreffende de verdunningsmethode, voorzien van een 
kritiek welke onmiddellijk op beschouwingen en resultaten 
uit de litteratuur betrekking heeft. 
In paragraaf 2 zullen wij de vergelijking afleiden, 
waaraan de zogenaamde aannemelijkste schatting van de coli-
dichtheid voldoet. De afleiding komt in grote lijnen overeen 
met de afleiding van H.0.HALV0RS0N en N.R.ZIEGLER (1933, 
zie [10] 1)). Zij berust op de maximum-likelihood-theorie 
van R.A.FISHER en is door Fisher in principe reeds gegeven 
in zijn eerste publicatie over genoemde theorie (1921, zie 
[5]). De vergelijking zelf komt reeds voor bij M.GREENW00D 
en G.U.YULE (1917, zie [3]). Wij zullen aangeven hoe deze 
vergelijking wordt opgelost en welke tafels er voor de op-
lossing bestaan. 
In paragraaf 3 bespreken wij een aantal andere in de 
litteratuur voorkomende schattingsmethoden, waaronder de 
historisch interessante methode van M.H.Mac CRADY (1915, 
zie [ 1]), de veel toegepaste tweede methode van FISHER (°5] 
en de grafische methoden van Ir K.W .. H.LEE:i!'LANG [25] en van 
Dr Ir J.H.HASPERS (28]. 
In paragraaf 4 behandelen wij tenslotte een aantal on-
derwerpen, betrekking hebbende op de ~lf.eurighei~_der 
schattingen, zoals de spreiding van de aannemelijkste schat-
ting, ((5) ,(9], [18)), variatie-coefficienten ( (11), (12]) en 
de constructie van betrouwbaarheidsintervallen ( [16), [20], 
(30] ) • 
1) Numme:rstussen vierkante haken verwijzen naar de littera-
tuurlijst (Bijlage I), nwnmers tussen ronde haken naar 
formules in de tekst. 
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Enige bijzondere kwesties, die naar aanleiding van 
dit litteratuuronderzoek door het Niathematisch Centrum na-
der onderzocht zijn, zullen in een afzonderlijk rapport 
worden behandeld., Hj_eronder val t een onderzoek van de II een-
voudige rekenwijze" van Dr Ir J*H.HASPERS, de nauwkeurig-
heid van de aannemelijkste schatting bij experimenten met 
monsters van gelijk volume en een verhandeling over norm-
voorschriften .. 
2 .. AannemJ:.3:i.j)cste schatting van de coli-dichtheid.-
2., 1 Verdeling ,V§:,U de aantAllen coli:-bacterien 12er monster,, 
Stel wij onderzoeken V cm3 water, dat f ,,V coli-bacte-
rien bevat ( f' coli-bacterien per crn3), die ieder een volu-
me hebben van e cm3 , kortweg £ -deel tj es, die hetzij coli-
bacteri§n zijn, hetzij bestaan uit water. 
Trekt men nu een f. -deeltje uit V cm3 , dan is er een 
bepaalde kans dat di t een coli-bacterie is. Wij veronder-
stellen nu dat deze kans overal in de onderzochte v1oeistof 
even groat is, dus gelijk is aan ev = ft omda t er f 11 coli-
. V 
L 
bacterien in het water zijn en in totaal J l-deeltjes. 
3 V N eemt men nu een :monster van v cm , dus £ £-deel tj es 1 
dan is de kans dat hierbij N coli-bacterien zul1en zj_jn 
volgens Bernoulli gelijk aan: 
N l_N 
(1) P [Ii: NJ• ( !) ('t: (1-~t/. 
Di t geldt strikt geno:men alleen, indien men ; £ -deel-
tj es afzonderlijk trekt met te:s"9-g1egging •. Als v zeer klein 
is in verhouding tot V, hetgeen in de litteratuur (al dan 
niet stilzwijgend) steeds ondersteld wordt, kan men formule 
(1) ook gebruiken voor monsters van v cm3 , die in hun gehee] 
uit het water genomen zijn. 
Men heeft hier te doen met een Bernoulli-verdeling, 
waarvan het aantal termen i zeer groot is, terwijl het ge-
middeldet!1=-z• et =f'V klein is .. Wij kunn.en deze :Bernoulli-






(,3) P [ ~ • o] • 
4 
Derhalve is de kans, dat een monster positief is, dus 
een of meer coli-bacterien bevat: 
( 4 ) p C tj > o] • 1 - e -Vf . 
2.2 Aanneme~~jkste schatting van de coli-dichtheid bi_j_ proeven 
met een ver~unning. 
Stel wij nemen n monsters van v cm3 uit water dat ~ 
coli-bacterien per cm3 bevat, dan is de kans, dat hiervan 
p monsters positief en q=n-p negatief zullen zijn, volgens 
de verdeling van Bernoulli: p , 
(5) Pf ,a• pl= (p)(1-e-v~) (e ... vt) . 
Stel nu, dat wij een experiment met n monsters van v 
cm3 hebben gedaan en dat p monsters positief en·q negatief 
bleken te zijn. De aannemelijkste schatting (maximum likeli-
,,,.. 
hood-estimate) volgens Fisher van f, is nu het getal r, 
dat gesubstitueerd voor ~ in (5), P(E,=P] maximaal maakt. We 
kunnen ~ het gemakkelijkst vinden door de logarithmische 
afgeleide van P(E=P) naar f gelijk te stellen aan O, en uit 
de verkregen vergelijking ~ op te lossen. Men vindt zodoende 
( 6 ) r ~ - ½ 1n i . 
N.B.: Als q=O is, levert deze formule ~=oo, als q=n is, 
~ 
r=O. Deze resultaten zijn zeer onbevredigend, in feite kan 
men in de gevallen q=O (alle monsters positief) en q=n (geen 
enkel monster posi tief) geen bevredig_ende schatting van ·r 
geven, omdat men dan kennelijk een te groat resp. te klein 
monstervolum.e gekozen heeft. Wij spreken in deze gevallen 
van een ongedetermineerd resultaat. 
2.3 Aannemelijkste schatting van de coli-dichtheid bii proeven 
met verschillende verdunningen. 
Stel wij nemen nu monsters van m verschillende volu-
mina en wel n 1 monsters van volume v 1, n 2 monsters van vo-
lume v 2 etc. t/m nm monsters van volume vm' alle uit water 





~ volume v1 P1 monsters positief, 41 = n1 - P1 negatief 
II 
v2 P2 II II 42 = n2 - P2 
II 
' 
" • • .. .. • 
• • • 
(7) l II vi pi II II qi = n. - p. It ' l. l. .. • • 
• • • 
• • • II 




"" ( 8) 'P ( ~t = p3 , • • • . • , P. m • ~m] : '!}1 P ( T:i = P1] = 
m 'f=t• ct· 
=TT("~) (1- e-v,e) i(e-~e): 
, .. t Pi 
We kunnen nu, gegeven het proefresultaat (7), wederom 
de aannemelijkste schatting van f bepalen. Daartoe zal men 
de waarde van f moeten zoeken waarvoor de waarschijnlijk-
heid van het proefresu1taat (7), derhalve de uitdrukking 
(8) maximaal wordt. 
Door de logarithmische afgeleide van deze uitdrukking 
gelijk te stellen aan nul, ginden wij, dat de aannemelijk-
ste schatting ~ van f moet voldoen aan de vergelijking: 
(9) • 
Hiermee is aequivalent de vergelijking 
(9a) 
ffl WI 
. Z Pt "i 1 -v,'f = .r ,,, vi 
1e1 1 - e \'lllj 
Ook hier treedt de mogelijkheid van een on&edetermi-
neerd resultaat op. Als alle monsters uositief zijn (p.=n. 
- . ~ l. l. 
voor i=1, 2, .. " ...... m) blijkt ui t ( 9a) dat slechts r=oo vol-
doet, als alle monsters negatief zijn (pi=O voor i=1,2, ••• 
•r :: ... 11.) voldoet slechts de waarde r=O. 
Als slechts bij een verdunning positieve monsters op-
"' treden (b.v. pi=O voor i> 1, p 1 IO), kan men r expliciet 
uit vergelijking (9) oplossen: · 
'ffl I. n, v.. r :. 1:. ln "111, ' l 
Vt f ll• V.• 
. '.'11 l 
hi 
(10) ( Zie [1~]) 
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Het is duidelijk dat formule (6) een bijzonder geval 
is van formule (10). 
Indien bij meerdere verdunningen positieve monsters 
optreden, zal men voor de berekening van~ uit vergelijking 
(9) zijn toevlucht moeten nemen tot een iteratieproces. 
Hierop komen wij terug in 2.5. 
2.4 E:nige 2pmerkingen betreffende de afleiding van vergelijkin~ 
(9). 
De in 2.3 weergegeven afleiding van vergelijking (9) 
-komt, behoudens de notatie, in grote lijnen overeen met de 
afleiding van H.O.HALVORSON en N*R.ZIEGLER (1933, zie (101) 
R.A.FISHER leidt in zijn eerste publicatie over de theorie 
van "maximum likelihood 11 (1921, zie (51) met behulp van 
deze theorie reeds een vergelijking af, die, zoals wij 
zullen aantonen, overeenstemt met vergelijking (9). 
In de notatie van FISHER wordt de coli-dichtheid voor-
gesteld door de letter n, terwijl de monster-votlumina een 
meetkundige reeks -1- vormen (x=1,2, ••• ,N); p=e-;t° is de 
ax 
kans dat een monster van volume 1 negatief is (vergelijk 
ax 
( 3 ) ) en q = 1-p .. 
Fisher komt tot de conclusie dat de aannemelijkste 
schatting ri van n, de oplossing naar n is van de vergelij-
king: 
( 11) 
waarin s1 sommatie over de negatieve, s2 sommatie over de 
positieve monsters voorstelt. 
Indien wij overgaan op onze notatie, door te substitu-
1 A r 
eren: x = v, n = r en aannemen, dater Px positieve en 
a X 
qx negatieve monsters zijn met volume vx, dan gaat de ver-
gelijking (11) over in: 
A n9 
-r r 'ix "x + 
x= 1 
welke vergelijking aequivalent is met vergelijking (9) .. 
De schatting, die uit formule (9) volgt wordt in de 
litteratuur vaak het "waarschijnlijkste aantal coli-bacte-
rien11 (Most probable number of B .. coli) genoemd .. Deze bena-
ming is een overblijfsel uit de tijd, dat men dit probleem 
behandelde met de methode der inverse waarschijnlijkheden 
(gebaseerd op het theorema van BAX,ES) .. Men gaat daarbij uit 
van de veronderstelling, dat, a priori, alle waarden van J 
tussen O en een zeker maximum. even waarschijnlijk zijn .. 
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Daarmee bepaalt men de voorwaardelijke waarschijnlijkheids-
verdeling van f bij gegeven resultaat van een proef. De 
waarschijnlijkste dichtheid is dan de modus van deze verde-
ling. Tegen deze methode staat het bekende bezwaar, dat 
iedere veronderstelling over een a priori-verdeling van 
f zinloos is, omdat (' geen stochastische grootheid, doch 
een onbekende parameter is. 
M.GREENWOOD en G.U.Y1JLE hebben reeds in 1917 volgens 
de inverse methode een vergelijking voor de "waarschijn-
lijkste dichtheid" van de coli-bacterien af geleid ( zie ( 3)) .. 
Deze vergelijking is dezelfde als vergelijking (9). Mede 
door deze toevallige overeenstemming is de verouderde bena-
ming waarschijnlijkste dichtheid i.p.v. aannemelijkste 
schatting van de dichtheid, in zwang gebleven. Ook na het 
verschijnen van de publicatie ( 5] van FISHER blijven vele 
schrijvers voor de afleiding van vergelijking (9) naar het 
artikel (3J van M.GREENWOOD en GoU.YULE verwijzen (o.a. 
J .K.HOSKINS in (13] ). 
£:...2. Berekening van de aannemelijkste schatting .. 
In de litteratuur vindt men bij H.O.HALVORSON en 
N .R. ZIEGLER l10), J .K .. HOSKINS [14} , S. SWAROOP ( 18] en 
R.POMEROY [23] berekeningsmethoden, die in principe alle 
neerkomen op het oplossen van de vergelijking (9) door 
middel van "trial and error". Dit wil zeggen: men substi-
tueert voor de onbekende een aantal in aanmerking komende 
waarden en kiest hieruit als benaderende oplossing die 
waarde, waarvoor het verschil tussen linker-en rechterlid 
in absolute zin het kleinst is. Indien men bijvoorbeeld 
~ in 3 decimalen nauwkeurig uit (9) wil bepalen, zal men 
een reeks waarden substitueren, die 10-3 verschillen. Daar-
bij gaat men van tevoren na in welke buurt ~ moet liggen, 
bijvoorbeeld door) eerst met behulp van formule ( 6) te 
schatten uit het resultaat van een verdunning, waarbij zo-
wel positieve als negatieve monsters zijn opgetreden (zoals 
in§ 4 zal blijken, kunnen wij hiervoor het beste een ver-
dunriing kiezen waarbij 60 a 80 procent van monsters posi-
tief is). 
Men treft in de litteratuur uitvoerige tabellen aan, 
om het aan deze methode verbonc.en rekenwerk te verlichten. 
HALVORSON en ZIEGLER geven in (10] tabellen van de functie 
e-x, te gebruiken voor berekeningen met formule (6),en 
1 . tabellen van de functie x voor de oplossing van verge-
1-e-
lijking (9a). HOSKINS geeft in [14] ta bell.en van k__J__ 
e"-1 
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als functie van ken A en SWAROOP in (18) tabellen van 
Men heeft ook getracht het oplossen van vergelijking 
(9) te vereenvoudigen, door deze vergelijking in een andere 
vorm te brengen .. POlVIEROY ( zie ( 23] ) , voert in demformule 
het totale volume van de posi tieve monsters A = E ~i vi e.n. 
het tot.~1.e volu.,,e va,i de r,eqatie~ f"c:>nste.vsA 8c. %q,v,: ''Y'l.i=1 
Formule (10) gaat dan over in r = lnB en indien men slechts 
bij twee verdunningen posiiieve monsters aantreft is de ver-
gelijking van PDrJIEROY wellicht iets eenvoudiger dan de ge-
bruikelijke. Voor de oplossing blijft hij echter aangewezen 
op de methode van "trial and error" .. 
A Men kan de aannemelijkste schatting r vane ook bepa-
' len door in{de zogenaamde "likelihood-function": 
L = ln ? [ P-t c P.1 a • • • · • · ~m 1111 f'm] c 
m v. (( m e-V, E } 
- con st. x \' ,L b, loq; (, - e - ' ) + .r 'h 1 Oct 
- Jat r, 1111 
een aantal in aanmerking komende waarden voor·~ te substi-
tueren en als benadering voor ~ die waarde te nemen waar-
voor L het grootst is. Dit is dus ook een methode van 
"trial and error", doch nu toegepast op de '!l.ikelihood-
function" in plaats van op vergelijking (9). HOSKINS heeft 
-10-XIJ hiertoe tabellen vervaardigd van log(1-e · ~ ) en 
-x 
log e-•0 •e als functies van x en f' ( zie (13]) .. 
Pasklare tabellen van ~ vindt men in de artikelen (1.0J 
en ( 14) .. De ta bell en van HALVORSON en ZIEGLER [10] gebben 
betrekking op experimenten, waarbij v 1=10, v2=1, v3=0,1 en 
n 1=n2=n3=10., De tabellen van HOSKINS [14), die veel uit-
voeriger zijn, zijn bruikbaar bij dezelfde reeks van monste~ 
volumina ( 10; 1; 0, 1) doch nu met n 1 ";. 5, n2 i 5, n3 i. 5, ter-
wijl tevens nog minder ui.tgebreide tabellen voor de reeksen 
( 50, 10, 1) en ( 100, 50, 10) zijn opgenomen .. 
Wij wijzen er op, dat een tabel voor 'r bij gegeven 
v 1, v2 en v3 even goed gebruikt kan worden voor de bepaling 
van kr bij gegeven kv1, kv2 en kv3 , omdat ~ in vergelijking 
(9)uitsluitend in de combinaties rvi (i=1,2, ••• ,m).,.....voorkomt. 
Men kan dus met behulp van de tabellen (101 r eveneens 
bepalen indien b.v. v 1=100, v2=10 en v3=1 is. Hiertoe be-
hoeft men de in de tabel gevonden waarde slechts door 10 
te delen .. 
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2 .. 6 Successieve approximatie der aannemelijkste schatting vol-
gens Finney., 
DoJ .. FINNEY heeft getracht een methode aan te geven, 
waarmee men de aannemelijkste schatting van.de coli-dicht-
heid, op principieel andere wijze dan hierboven, door suc-
cessieve approximatie zou kunnen bepalen (zie (27)). Zijn 
methode berust op de overeenstemming die er zou bestaan 
tussen de vergelijking vooD de aannemelijkste schatting en 
de minimum voorwaarde van de methode der kleinste quadraten 
ter bepaling van een rechte regressielijn .. Voor deze laatstE 
bepaling is door FINNEY in (27) een successieve approxima-
tie-methode ontwikkeld, waarbij echter verondersteld wordt, 
dat de waargenomen punten een constante spreiding ten op-
zichte van de regressielijn hebben. De overeenkomstige 
grootheid uit de vergelijking voor de aannemelijkste schat-
ting is niet constante Hierdoor vervalt de theoretische 
fundering van Finney's methode .. Wij zullen deze methode, 
die bovendien weinig minder omslachtig schijnt te zijn, dan 
de berekening van 'r ui t vergelijking ( 9) met "trial and 
error", verder buiten beschouwing laten., 
3. Diverse andere schattingen van de coli-dichtheid. 
3.1 Schatting van Mac Crady. 
M .. H .. Mac Crady gaat voor de afleiding van z1Jn schattine 
uit van de volgende redenering (zie [1)). Stel men neemt 
een steekproef, groat V cm3 uit het te onderzoeken water en 
ent een monster van v cm3 uit deze steekproef op een voe-
dingsbodem .. Bij het nemen van het monster bestaat een kans 1-v, dat een in de steekproef aanwezige coli-bacterie, niet 
in het monster terechtkomt. Indien er x coli-bacterien in 
het monster zijn, is de kans dus (1 - V)x, dat het monster 
negatief is. Deze ui tdrukking gaat voor V-+ oo over in e-fV 
( aangezien x = f V), hetgeen overeenkomt met vergelijking ( 3) 
Mac Crady maakt deze overgang echter niet en werkt verder 
,ntet de kans (1 - ~)x, waarbij hij een gedragslijn volgt, 
die grate overeenstemming vertoont met de methode van de 
aannemelijkste schattingen. Dit is merkwaardig in zoverre 
de publicatie (11 stamt uit 1915, derhalve 6 jaren voor het 
verschijnen van Fisher's eerste artikel over de theorie van 
"maximum likelihood" .. 
Mac Crady geeft alleen getallen voorbeelden van zijn 
schattingsmethode. A .. WOLl)[lAN en W.WEAVER hebben aan de hand 
van zijn theorie formules opgesteld voor het geval van 3 
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verdunningen met verdunningsfactor 10 ( zie ( 2J ) • De verkre-
gen schattingsvergelijking wordt zodanig vereenvoudigd, dat 
zij de overeenkomstige vergelijking, vervat in (9), dichter 
benadert. J.H.LINSCHOTEN heeft een nomogram vervaardigd, 
waarmee men de vergelijking van WOLMAN en WEAVER in bepaalde 
gevallen gemakkelijk ;ican oplossen (zie (8)) .. Verder bestaan 
er tabellen van de schatting van Mac Crady1). 
Bij de methode van Mac Crady wordt ondersteld, dat de 
steekproef van volume V representatief is voor het reser-
voir, waaruit deze steekproef genomen is .. Eigenlijk wordt 
alleen het aantal coli-bacterien in V geschat. Men zal dus 
V groot moeten nemen, maar er is geen enkel nader criterium 
voor deze grootte aan te geven, terwijl de uitkomsten nog 
van V afhangen en wel meer naar mate V kleiner is. Deli-
mietovergang voor V ➔ oo, die door alle latere schrijvers 
is toegepast kan dus beschouwd worden als een perfectionne-
ring van de methode van Mac Crady en er is geen reden deze 
limietovergang niet uit te voeren. 
3~2 Tweede schattingsmethode van Fisher .. 
In artikel (5J bespreekt R.A.FISHER nog een tweede 
schattingsmethode. Hierbij wordt de verwachting van het 
..A."" "" ... ev· totaal aantal negatieve monsters c. I. 't: • l! r>;. e ' 
\i:aa•" l=t m 
gelijk gesteld aan het werkelijk gevonden aantal .2: ~i 
h•I 
Als schatting r van~ neemt men nu de oplossing van deze 
vergelijking naar {' • 
Deze methode bezit het voordeel, dat een zeer beknopte 
tabel voor de bepaling van r voldoende is, indien demon-
stervolumina een meetkundige reeks met verdunningsfactor a 
vormen en van iedere verdunning evenveel (n) monsters geno-
men worden. 
In dat geval blijkt namelijk te gelden 




m. n - i~• qi · K b ,,, 1 d t t = n -- is en eL.!.a ve voor e groo s e en 
monstervolu.mina bij de experimenten gebruikt, nage-
noeg constant is. Een tabel van K, met behulp waarvan men 
r kan bepalen behoeft dus niet uitgebreid te zijn; men 
vindt een dergelijke tabel in de "Statistical tables" van 
1) Zie Bijlage III N0. 5 
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FISHER en YATES (zie L26) )~ 
'Vi"I, 
-
1 "r"""' Men gebruikt bij deze methode "-- q. als schatting 
ni::t ... 1 
W'I, 
van 1 i, l q.; di t is een zuivere 1 ) en.,omdat de spreiding 
n i.-:::& 1 
1 Wt 1 
- Z q. voor n ➔ co tot nul nadert$ tevens een bruikbare · 
n °i-=J. i 
van 
schatting; r is een functie van deze scha tting, {! de over-
eenkomstige functie van 1 i, E q.; hieruit volgt dat r een 
n t::l 1. 
bruikbare schatting is vane$ 
Op analoge wijze kan men aantonen, 
bruikbaare schattine van f is. 
A dat r eveneens een 
Het zal in paragraaf 4 echter blijken, dat de aanneme-
lijkste schatting veel nauwkeuriger i.s dan de tweede schat-
ting van Fisher,. Indien de nauwkeurigheid van cle schatting 
mede in acht genomen wordt, zal het gebruik van de aanne-
melijkste schatting dus de voorkeur verdienen; de tweede 
schatting is echter zeer geschikt indien men snel een ver-
antwoorde, zij het iets minder nauwkeurige, interpretatie 
aan proefresultaten wil geven@ 
3,.3 Grafische methode van Leeflan,;; .. 
Indien men n monsters trekt met een volume v, is de 
verwachting van de frequentie der positieve monsters (de 
verwachting van~) gelijk aan: 
( 12) ~ ~ = 1 - e .... v~ 
n 
hetgeen onmiddellijk volgt uit (5)., 
Uit (12) volgt: 
( 13) ln v = lra l - l n ( J - '"& ~) \ - 111 ~} 
Indien men nu een grafische voorstelling vervaardigt 
van ln v als functie van E ="/,,ft- bij gegeven y», dan ontstaat 
een kromme, die de gedaante heeft van kin figuur 1, welke 
wij de S-kromme van LEEFLAJ.~G zullen noemen. 
1) De de:i..'inities van 11 zuivere 11 en 11 bruikbare 11 schatt.ic1e-;en 
vindt men in memorandw11 S 53 (IVI 21) : 





fig. 1 (S-kro:mme van LEEFLANG). 
Een verandering van f betekent slechts een verschui-
ving van de S-kro:mme, zoals onmiddellijk volgt uit (13). 
Een verdunningsexperi:ment levert ons bij iedere ge-
bruikt monster-volume vi de frequentie van de positieve 
pi pi 
monsters n.• De punten (n., ln vi) die hiermee in de gra-
i 1 
fiek corresponderen, kunnen beschouwft worden als waarnemin-
gen van punten van een kromme, gegeven door vergelijking 
(13). Indien men bij deze punten op een verantwoorde wijze 
een S-kromme van Leeflang k 0 aanpast, zal de met k 0 corres-
ponderende f, die wij met r 0 zullen aanduiden een schattine 
zijn van de ware coli-dichtheid. Indien k 0 eenmaal aangepasi 
is, kan men r 0 gemakkelijk bepalen uit het snijpunt 
f. -1 ) -1 
~-e , ln v 0 van k 0 met de rechte: E = 1-e = 0,63 •.• ; 
immers dan geldt: 
ln Vo = ln { - ln e-1 ) - ln re, • - 1n r~ 
1 dus: r 0 = VO 
De me tho de van Ir K. W .. H. LEEF LANG ( z i e (2 5) ) berust op 
het boven beschreven principe. Ir Leeflan~ past bij de 
waargenomen punten echter geen S-kror.o.m.e aan, doch trekt 
door deze punten uit de hand een vloeiende kromme k'. Indien 
k' in gedaante sterk van een S-kronune afwijkt, concludeert 
Ir Leeflang, dat het waarnemingsmateriaal niet aan de eisen 
voldoet op grand waarvan vergelijking (13) is opgesteld. 
Ir Leeflang veronderstelt, dat de monsters dan niet gelijk-
waardig zijn, hetgeen in de voorbeelden, die hij geeft 
zeker gerechtvaardigd is, omdat het daar monsters van ri-
, 




Wijkt echter de"waargenomen kromme" k 1 niet sterk van 
een S-kromme af, dan bepaalt Ir Leeflang zijn schatting r 2 
-1 
uit het snijpunt van k 1 met de rechte E = 1-e , analoog 
aan de hierboven beschreven bepaling van r 0 @ 
Door het gebruik van een aangepaste S-kromme in plaats 
van de kromme k', kan men de methode van Ir Leeflang uit 
theoretisch oogpunt meer aanvaardbaar maken~ De moeilijkT 
heid is hier het vinden van een "verantwoorde" aanpassing .. 
Verder zal men moeten aangeven, wanneer geen verantwoorde 
aanpassing mogelijk is (wanneer de monsters als niet gelijk-
waardig kunnen word~n beschouwd) terwijl het ook gewenst 
is, de nauwkeurigheid van het resultaat te onderzoeken .. Wij 
zullen hierop in het reeds genoemde aanvullende rapport 
terugkomen .. 
3.4 Grafische methode van Haspers .. 
Indien 
is, volgt uit (13) onmiddellijk: 
(15) V 
De grafische voorstellingen van log~ als functie van 
z bij verschillende waarden van v zullen rechten worden, 
alle evenwijdig met de rechte log~= z. 
De •lijnen, overeenkomend met de S-kromme van Leeflang, 
zijn in het (z, log~ )-diagram dus recht enn~venwijdig met 
de z-as .. Indien men waarnemingsresultaten (.:.±, v.) nu tot 
ni i 
(zi == log ln ,.\,., vi) transformeert, dan kan men de pu.nten 
. ]. 1---
:ni 
gekarakteriseerd door (zi, vi) met behulp van de rechten 
log f :::: z-log v gema1clrelijk in het ( z, log f )-diagram over-
brengen .. Past men bij de verkregen punten een rechte 1 0 aan, 
parallel met de z-as, dan geeft de hoogte van deze rechte 
boven de z-as een schatting van log f. 
Op dit principe berust de methode van Dr Ir J.H.HASPER~ 
(zie (28)). Deze verbindt de waargenomen punten echter door 
een gebroken rechte 1 1 en bepaalt zijn schatting rk uit 
het snijpunt van l' met de rechte 
r, = lo'{ 1'2 i:J . o 
De schatting r~ is daarom zeer grof, want in feite 
wordt slechts gebruikt gemaakt van punten (zi, vi), die 
ter weerszijden het diclmt bij de e -as (z::::O) liggen. 
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De methode kan echter wellicht verbeterd warden door ge-
bruik van een aangepaste rechte in plaats van 1 1 • Men 
zal dan moeilijkheden van dezelfde aard moeten overwinnen 
als beschreven in de laatste alinea van 3.3 
4. Nauwkeurigheid van de _sc~tingen. 
4.1 Inverse methode. 
Een deel van de publicaties betreffende de nauwkeurig-
heid van de schatting der coli-dichtheid uit verdunnings-
experimenten is gebaseerd op de veronderstelling date a 
priori een homogene verdeling heeft. Zoals reeds in 2.4 is 
opgemerkt, is deze veronderstelling ongemotiveerd. Wij zul-
len dan ook alle conclusies, die hierop berusten, verder 
buiten beschouwing laten. 
4.2 Asymptotische formule van Fisher. 
Vele schrijvers gebruiken voor hun beschouwingen be-
,.. 
treffende de nauwkeurigheid der schatting r een stelling 
uit de theorie van de aannemelijkste schattingen van 
R.A.FISHER. Wij zullen deze stelling hieronder eerst in het 
kort uiteenzetten. 
Men gaat bij FISHER 1 s theorie uit van n waarnemingen 
:x:1 , ••• ,xn van een stochastische grootheid ~ met verdelings-
dichtheid f (x I e ) ' die bekend is behoudens de parameter $ " 
Fisher definieert nu als "likelihood function" ( 11 aanneme-
lijkheid11) 11 in 
(16) t. = ha.'lT f(.xil9) = l 111 {(xd&) 
1,11,A i.mt 
.,.. 
De aannemelijkste schatting tn van 6, behoren-c;e:: bij 
bovengenoemde n waarnemingen is die waarde van 8, waar-
voor L maximaal is. Volgens de defini tie van tn geldt dus·: 
c 17) ( H )9 = t. = o 
Men kan nu bewijzen (zie b.v. Prof~ Dr D.van Dantzig, 
Kadercursus Mathematische Statistiek1), pg. 203-210; Whr. 
292-299): 







waarin (/ t \ e de spreiding van tn is, bij gegeven para-
-n 
meter & . 
Deze formule komt overeen met de asysnptotische f ormule 
van FISill~R .. Het door Prof .. VAN DANTZIG gegeven bewijs geldt 
echter slechts onder bepaalde voorwaarden. JJeze voorwaarden 
zijn: 
1) ln f(xll) is voor iedere re~le x en iedere toegelaten.8 
gedefinieerd en tweemaal partieel continu naar 8 diffe-
rentieerbaar., 
2) Van de stochastische grootheden '2iln f(xl&) en °2 ln f~xl& 
?i e ~ e 
bestaan de eerste en tweede momenten; van 
~ln f(xjl) bovendien het derde moment. 
b8 ,... 
3) De aannemelijkste schatting t (x1 , .... ,x) bestaat voor 
-n n 
iedere n .. 
A 
4) Het eerste en tweede moment van tn bestaan en blijven be-
grensd voor iedere toegelaten 6 , als n 4 co .. 
Bij de toe:passing van deze stelling op de resultaten 
van een verdunninlq;se:x:ueriment laat men de o. corr es oonderen 
· · -1m ·• 
met de xi en de natuurlijke logarithme van TT r "t l.,. I p L.:ei =PiJ 
( zie ( 8)), met de likelihood-fu..,.~ction L., De p1 bezi tten 
echter een discrete verdeling, die behalve vane ook nog 
A, 
afhangt van vi .. Daarbij komt nog dat de verdeling van ,r geen 
eerste en geen tweede moment bezit~ Er bestaat namelijk 
"" steeds een posi ti eve kans dat r = co ( zie de opmerkingen 
betreffende een ongedetermineerd resultaat in 2.2 onder 
formule (6) en in 2~3 onder formule (9a)) .. Aan de voorwaar-
den 1) en 4) is dus in ieder geval niet voldaan. Hoewel ge-
noemde stelling van Fisher wellicht te bewijzen is onder 
iets algemenere voorwaarden, dan de bovenvermelde is het 
zeker niet mogelijk haar af te leiden als niet voldaan is 
aan voorwaarde 4) (hetgeen hier het geval is), aangezien dan 
de spreiding van de aannemelijkste schatting niet bestaat., 
i/Vij mogen dus wel concluderen dat toepassing van de stelling 
in dit geval niet gerechtvaardigd is,, 
' Onder degenen, die de stelling desondanks hebben toe-
gepas-t; moet allereerst FISKER zelf genoemd warden ( zie [ 5J)., 
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die de stellj_ng onder andere gebruikt om de doel treffendhei6 
van zijn tweede schatting te bepalen (zie 3 .. 2). 
Verder vinden wij de stelling toegepast voor het be-
rekenen van de "spreiding van r" bij S.SWAROOP (zie (18J) 
en voor de berekeni.ng van de 11 spreidin6 van ln 'l:" bij 
E. Se ALLEN ( zie l 9)) .. Behalve de reeds genoemde bezwaren kan 
men tegen hun methode·nog aanvoeren, dat zij de uiteraard 
onbekende f ui t de asymptotische formule van Fi sher, vervan-
,,... 
gen door de aannemelijkste schatting r van fl .. 
W. G .. COCHRAN ( zie [ 30] ) heeft een grafiek vervaardigd, 
waarin de verhouding van de 11 spreiding van de aannemelijkste 
schatting" tot dese schatting wordt ui tgez,et tegen de ware 
coli-dichtheicL, De 11 spreiding 11 ts hier eveneens berekend 
met behulp van de asymptotische formule van Fisher® 
Genoemde grafische voorstelling blijkt voor een geval 
met verdunningsfactor 10 een aantal schorrnnelingen te verto-
nen, dat gelijk is aan het aantal gebruikte verdunningen; 
btj een geval met verdunninesfactor 2 zijn eeen r3chonunelin-
gen te onderkennen. Di t effect is in overeensteminh1g met het• 
geen wij in 4.3 zullen zien: er is bij :9roeven met Ren ver-
dunnir1g een f waarbij de nauwt:eurigheid maxim2.al is., Indien 
men een grote verdunningsfactor gebruikt, verschillen de 
gebruikte monster-volumina zo sterk, dat in een"nauwkeurig-
heidsdiagram" de bij de verschillende verdunningen behorenae 
nauwkeurigheidsmaxima gescheiden naar voren komen; dit zal 
niet meer het geval zijn als de verdunningsfactor klein is, 
waardoor de maxima dichter bi,j elkaar ltggen$ Op grond van 
deze overweging verdient het aanbeveling met een kleine ver-
dunningsfactor te werken, 
De nauwkeurighei.dsmaat, die Cochran gebruikt heeft, is 
echter, zoals boven opgemerkt is, onbetrouwbaar, zodat men 
aan de hand van zijn grafische voorstelling geen conclusies 
kan tr eklrnn. 
4®3 Variatiecoefficient van Halvorson en Ziegler voor een ver-
dunning .. 
Het aanta1 negatieve monsters bi_j gebruik van een ver-
dunning is evenals het aantal positieve monsters 
verdeeld volgens (5): 
v,n- ~ -e\."''l 
:P('! =i] = c;)c1-e-e) e 
1) Zie het memor2.ndum S 53 (M 21): 
binomiaa1 
"Enige definities uit de schattingstheorte 11 (Bijlage IV) .. 
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waaruit volgt,dat geldt: 




( 20) 11''\ .. ,f-l.,('! =-1.~• = /4/evc·~·- .. -·e1; . 
... 
De binomiale ver~eling vans wordt geapproximeerd door 
een normale verdeling met gemiddelde t, =-t q en spreiding 
-er= (f 1. Indien deze normale verdeling exact zou gelden, kon 
men s'""chrijven: 
P er -<T :; ®! ~ ft" .. a J = o, , s • 
Hier zal echter slechts bij benadering gelden: 
(21) p [ i, ~ _ 'l. ~ '\- .,.. Q"'~ ] ~ o. 6(1, 
- ... ... 
welke benadering beter wordt naarmate n groter is. 
Men kan nu van de verdeling vans overgaan op de ver-
,.. 
deling van r door de transformatie: 
(6) ,A L 1 '\ r= - - u, - . 
. , V >-a 
Indien men nu definieert: 
~ = - ~ ln ~ ( a + d"'a ) = !. ln ,._!_ __ ..... 
• v H -!. -: v e-e v + a1 
(22) n 
zal gelden: 
(23) P[ -z, ~ ? ~ /(,_ J ~ 06t! 
We zien hieruit,dat de kans,dat de aannemelijkste 
schatting binnen ,het interval (r1, r 2 ) valt bij benadering 
constant isT Op grond hiervan kan men de wijdte r 2-r1 van 
het interval (r1, r 2 ) beschouwen als een maat voor de nauw-,.. 
keurigheid van de schatting r. De grootheid 
-ev 
= r2 - t; _ ~ \n n + tr\_ (24) V «? - f" ne-ev - q-1 
is dus een maat voor de relatieve nauwkeurigheid van de aan-
,. 
nemelijkste schatting ~ in betrekking tot de ware coli-dicht-
heid f . 
De variatiecoefficient van HALVORSON en ZIEGLER (zie[11): 
kan uit de boven gedefinieerde grootheid V verkregen worden 
door in het rechterlid van (24) f door~ te vervangen. 
Het is een algemene neiging van de toepassers van de 
theorie van Fisher om de aannemelijkste schatting te ge-
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bruiken alsof zij gelijk ware aan de geschatte parameter .. 
Dit wordt heel dikwijls in de hand gewerkt doordat men voor 
parameter en schatting hetzelfde symbool gebruiktw Ook 
Halvorson en Ziegler doen dit® Wil men formule (24) toe-
passen bij een concreet experiment door schatting van f dan 
zal men moeilijk anders te werk ku.nnen gaan dan door sub-
. ,,,,. 
sti tu tie van de gevonden waarde van r voor () , daar deze 
laatste onbekend is .. Men dient hierbij echter wel te beden-
ken, dat men zodoende slechts een zeer globale indruk ver-
,.., 
krijgt van de nauwkeurigheid 7 omdat r zeer sterk van p kan 
afwijke~ hetgeen uit de hieronder te bespreken tabellen 
van Halvorson en Zi.egler duidelijk blijkt® 
Men kan V echter ook beschouwen voor verschillende 
bekende waarden van f. Wij zien uit de vergelijkingen (20) 
en ( 24) da t V ui t sluitend een functie is van n en f") v .. Als 
functie van n is V monotoon dalend; V nadert :tot O voor 
n ➔ co en is dan 0(\1n) .. Halvorson en Ziegler hebben voora1 
aandacht besteed aan het verband tussen Ven f v bij gegeven 
n. Zij hebben tabellen vervaardigd van V voor n = 10 en 
n = 100 en voor f v lo:pende van 0,4 tot 5,0 .. Zij constateren 
dat bet minimum van V voor n=10 ligt bij yv=1 .. 2, d.w.z. als 
de kans OP een uositief resultaat 1-e- f'V gelijk is aan 0 7 70 
en voor n=100 bij fv=1,5 dus bij 1-e-pv=0,78. 
Dit resultaat is in zoverre merkwaardig, dat men wel-
licht maximale nauwkeurigheid zou verwachten bij e-pv=½, dus 
bij gelijke kansen op een positief dan wel een negatief 
monster .. Voor e-pv=i geldt, dat de kans op een ongedetermi-
neerd resultaat (zie opmerking and.er formule (6)) minimaal 
is. De waarde v=J ln 2 die vol do et aan e -pv =l wordt daarom 
door J$K.HOSKINS en C.,T.,BUTTERFIELTI (zj_e (15]) het gunstig-
ste monster-volTu.11e genoemd,. Verwij z.end naar de resultaten 
van Halvorson en Ziegler adviseren deze 
om het monster-volum.e steeds iets groter 
zen. 
schrijvers 
1 dan f ln 2 
echter 
te kie-
HALVORSON en ZI:F~GLER constateren verder dat de varia-
tiecoefficient V zeer sterk van de coli-dichtheid p afhangt,. 
Aangezien men in de practijk voor de a.2nvang der experi-
menten zeer weinig van de grootte van f weet, zal men v 
ni.et zo kunnen kiezen, dat de nauwkeurigheid zo groot moge-
lijk is en zal men met een nauwkeurigheid genoegen moeten 
nemen, die veel geringer is dan de maximale,. Op grond hier-
van prefereren de sc:b.rijvers het gebr11ik van meerdere ver-
dunningen, voor welk geval vol,gens hen di t bezwaar niet 
,.,. ld-'- (,.,.. c,6 l, ""le 
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Het "Mathematisch Centrum11 heeft het verband tussen 
Ven f v nader onderzocht, terwijl het probleem van de maxi-
male nauwkeurigheid ook met een andere methode benaderd is. 
Het een en ander zal .in het aanvullend rapport worden be-
handeld,. 
4.4 Onderzoekingen van Halvorson en Ziegler omtrent de nauw-
keurigheid van de aannemelijkste schatting bij gebruik van 
verschillende verdunningen. 
In het geval van verschillende verdunningen kent men 
de kans op het optreden van proefresultaat (7) uit verge-
lijking (8). Bij ieder proefresultaat behoort een aanneme-
"" lijkste schatting r van f ,die verkregen wordt door de op-
lossing van vergelijking (9). Op deze wijze kan men bij. 
,.. 
iedere gegeven p de theoretische verdeling van E berekenen. 
Zoals blijkt uit de opmerking onder (9a) is er steeds 
A 
een positieve kans, dat r=oo is. Hieruit volgt dat de verde-
"" ling van E geen eindige momenten en in bijzonder geen ein-
dig gemiddelde noch een eindige spreiding bezit. Wil men 
toch iets over de momenten beweren, dan zal men de verde-
,. 
ling van! moeten afknotten door de ongedetermineerde en eve 
tueel een aantal andere resultaten buiten beschouwing te 
laten. Dit heeft uiteraard alleen zin, als de weggelaten 
resultaten een zeer kleine waarschijnlijkheid hebben. 
HALVORSON en .ZIEGLER hebben (zie (12J) dergelijke 
afgeknotte verdelingen berekend, zonder er uitdrukkelijk 
de aandacht op te vestigen dat zij hiermee bovengenoemde 
moeilijkheden uit de weg gaan. 
Genoemde schrijvers hebben deze berekeningen uitge-
voerd voor v 1=10, v 2=1 en v3=0,1 en 
n = ( 111 = na c. n, ) : 1 o , ~ : o~ , s- ~ o, .is ; o. 4 o e.n.. L~ 5 . 
Zij bepaalden hierbij de variatiecoefficienten: 
,.. 
V = spreiding yan ~. 
gemiddelde van!'' 
,,.. 1 
V'= (2e moment van J;. t.o.v.e )2 
f 
Deze twee definities vertonen een analogie omdat de 
spreiding van! de wortel uit het 2e moment van~ t.o.v • 
. het gemiddelde van~ is. De momenten in bovenstaande de-
finities hebben uiteraard betrekking op de afgeknotte 
verdelingen. Bij hun berekeningen hebben Halvorson en 
Ziegler volgens bovenstaande definitie voor V' gewerkt, 
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doch. in de begeleidende tekst schrijven zij ten onrech'te 
,,.. . 
"modus van !" in plaats van f . 
De resultaten kan men in het volgende tabelletje sa-
menvatten: 
e = o, 15 











Daarnaast hebben de schrijvers in een figuur een gra-
fische voorstelling van de verdelingen van! bij deze.vier 
waardeh van f getekend. Aan de hand van de figuur en van 
de berekende variatiecoefficienten komen zij tot de con-
clusie, dat bij gebruik van drie verdunningen de nauwkeu-
righeid van de resultaten nagenoeg onafhankelijk is van 
de coli-dichtheid. 
Verder voerden zij ook berekeningen uit voor: 
f = t_ S- ~ Jft : S"~ ,o, .io ca~ 4o 
In deze gevallen hebben de schrijvers staarten van de 
A 
verdeling van r bepaald die samen een waarschijnlijkheid 
.. 
ongeveer gelijk aan 0,03 bezitten, waarbij echter weer een 
aantal mogelijkheden met zeer kleine waarschijnlijkheid 
(met inbegrip van de ongedetermineerde resultaten) is weg-
gelaten. De wijdte van het interval tussen de staarten 
(d.i. een voorspellingsinterval 1 ) voor ~ behoudens een 
waarschijnlijkheid "'1 0 ,03) wordt door hen als maat voor de 
nauwkeurigheid van~ gebruikt. Het blijkt dat de nauwkeu-
A 
righeid van r toeneemt als n groter wordt, hetgeen te ver-
-
wachten was. De invloed van de stijging van n is het 
sterkst bij kleine n. Verder constateren de schrijvers dat 
"" , de verdeling van E meer syn~1etrisch wordt-als n toeneemt. 
Uit het bovenstaande blijkt, dat het mogelijk is om 
"" de verdeling van E bij gegeven n en p exact te berekenen 
In de practijk zal dit echter een zeer tijdrovend werk zijn 
omdat het aantal mogelijke proefrem1ltaten zeEr groot is; 
bij ieder van deze proefresultaten moeten omslachtige bere-
keningen worden uitgevoerd. Wil men resultaten bereiken, 
~ dan moet de verdeling van~ bekend zijn bij een groot aan-
1) Een voorspellingsinterval voor een stochastische groot-
heid ~' behoudens een waarschijnlijkheid °'-, is een vast 
interval waar ~ met de waarschijnlijkheid 1- ~ in valt. 
(Vergelijk het memorandum S 47 (M 18), "Betrouwbaar-
heidsintervallen", (Bijlage v)i 
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tal waarden van de coli-dichtheid, terwijl ook nog variatie 
mo~elijk is in de opzet van de experimenten. 
De waarde van de variatiecoef:ficienten als nav.wkeurig-
heidsmaten is zeer dubieus, eerstens orn.dat deze coefficien-
ten sterk afhankelijk zijn van de grenzen, waarbi,j de verde-
,... 
lins van r wordt afgeknot en verder omdat aan de spreiding 
en het twee de moment ·LO. v. e geen waarschijnlijkheidstheo-
retische interpretatie kan warden gegeven, daar de verdeling 
" van r een zeer onregelmatig karakter heeft en geenszins nor-
maal is& Het is te betreuren dat de schri,jvers niet meer 
van voorsgellingsintervallen gebruik gemaakt hebben, zeals 
zij bij een deel van hwn onderzoek geda.an hebben. In 4 .. 5 
en 4. 6 zullen wij methoden bespre}cen, die niet aan de be-
zwaren van de variatiecoeffici~nten onderhevig zijn. 
4 .. 5 Benaling van betrouwb.~arheidsintery:~)-..:~~~ met behulp van 
de tweede scratincr van Ji'isher. 
--- ----~----·--·:.:::,;:;J;,;1.---·---~ ··-·-
Wij beschouwen verdunningsex:per i.menten, waarbij de 
monster-volumina v 1 , .... ,vm zijn (mis het aantal verdunnin-
gen), terwijl van iedere verdunning een gelijk aantal mon-
sters n genomen wordt. (Dit laatste is niet essentieel; wij 
voeren deze veronderstelling slechts inter vereenvoudiging 
van de t'ormules.) Het totale aant.<:J.l ~nosit eve monsters van 
alle verdunningen stellen wij voor door ~· Er geldt dus: 
m 
(25) $ = z. 'b· 
i:t ,- l 
sis geheel en wij hebben: 
(26) 




.... , ill) .. 
Hul-oste;_l_i:gji _ l,: De kans :e [ § j s I e]= !:.or [ § = k I el 
is een monotO]n dalende continue :functie van f als s < mn~ 
Deze functie is gelijk aan 1 als f =0 is en nadert tot O als 
p oneindig wordt. De functie is constant en gelijk aan 1, 
als s=mn is.. mn 
De kans pl§ ~ s If) = L, [§:it I e] is een monotoon stij-
' hS 
gende continue funct:ie van f als s > oi.s.Deze funct.ie is ge-
1) Voor het begri:p betrouwbaarheids'i.nterval zie men m.emoran-
dum S ,t7 (M 18) 11 Betrouwbaarheidsintervallen" (B:LjlageV). 
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lijk aan O, als f =0 is en nadert tot 1 voor f __,. oo .. Voor 
s=O is deze functie constant gelijk aan 1. 
De monotonie van genoemde fu.ncties kan men bewijzen 
door de afgeleide te bepalen~ De andere beweringen van 
Hulpstelling I zijn direct in te zien. 
Hulpst~~l~II~ 'De vergelijking: 
( 28) . ? [ § ~ S If'] c i- (0 < ~ < 1; s < mn), 
heeft een en slechts een oplossing naar f. 
De vergelijking • 
(29) PC~~slpl= 7 (O<«< 1; s<mn), 
heeft eveneens een en slechts een oplossing naar f. 
Hulpstelling II volgt direct uit hulpstelling I. 
Wij stellen de oplossing van (28) voor door R8 en de 
oplossing van (29) voor door rs en definieren Rmn=oo en 
r =0 (zie fig92)e Wij zien gemakkelijk in dat geldt: 
0 





2: s = totaal aantal posit:iere monsters, 
f = coli-dichtheid, 
r 8 is gedefjnieerd door: 1 [! ii S l'iJ= r 
Rs " II II : p t ! i s t 'Fl, J = ~ 
is is het interval tussen de punt en: (~ • S') en ( 'i+t ~) i 
Is II II ii ti II II (~ .. a, S) tm ( s) 




Beschouwen wij nu het totale aantal positieve monsters 
~· weer als een stochastische grootheid, dan zijn dus ook 
r5 en Ji1 stochastisch. Wij bewijzen nu de 
- ....... 
· Hoo:fdstelling: Het. interval ~ < (' < ~ is een betrouw-
baar~eidsinterval voor p met onbe~rouwbaarheidsdrempel °' 
d .. w. z. 
Bewij s: Indien r 8 ,c. e < r s+ 1 is, dan geldt wegens 
Hulpstelling I: 
P r § ~ s .... , 1 f 1 :g' P r 1 ~ s-t 1 1 11 ... '1 1 = t 
dus: 
Op analoge wijze kan men bewijzen dat geldt: 
fl~< t If']~ I' al$ 'R, ... .i ff'< "R, 
Wij stellen nu het lj.jnstuk, bestaande ui t de punt en 
( ~, s.), waarvoor r 8 < e ~ r s+ 1 geldt als s < mn is.:> en {J > rmn 
als s=mn is, voor door i 8 ; evenzo stellen wij het lijnstuk 
bestaande ui t de punten (~', s), waarvoor R8 _ 1 ~ e '< R8 
geldt als s > 0 is, en O ~ e ' < R0 als s=O is voor door I 8 .. 
Iedere rechte evenwij dig aan de r-as > dus waarvoor f =cons tan 
is, zal een punt gemeen hebben zowel met een der intervallen 
i 8 als met een der intervallen Is .. Indien nu de werkelijke 
coli-dichtheid gelijk is aan f O en de rechte p = f O heeft 
een punt gemeen met elk van de beide intervallen I en i 
82 82 
dan geldt: 
1e .. P{S1 f ! , 51 1 f'oJ= 1-?[!<S,lf®]-P(§.>Sa;\f'1:1) ~ 
> 1-0(. 
= 
2e .. r 8 <, (' 0 < R8 geldt dan en slechts dan, als 
s 1 ~ ~ ~ s 2 geldt, dus is: 
? [ "i < f O ~ l f'@ ] : :P [ .S,t i ~ i s, t Po] ., 
en derhalve (zie 1e.): 
f[ ~ < Po< ~" I Po] i 1- ©t ~ 
_, 
waarmee de Hoofdstelling bewezen is • 
. Indien de opzet van de experimenten (v1, •• ~,vm en n) 
eenmaal gegeven is, kan m:an een tabel vervaardigen van 
r ,r1, ••• ,r , R ,R1 , ••• ,R • Bij iedere gevonden s leest me o mn o mn -
in deze tabel dan direct het betrouwbaarheidsinterval 
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(r 6 ,Rs) voor p af. Deze methode is betrekkelijk eenvoudig 
en heeft in zoverre haar verdiensten .. Zoals wij zullen zien 
in 4.6 kan men op een andere wijze bij dezelfde onbetrouw-
baarheidsdrempel nauwere betrouwbaarheidsintervallen voor 
f bepalen., 
De hierboven beschreven methode is afkomstig van 
T .. MATUSZEvVSKI, J .,NEYWLi-\N en J .,SUPINSKA (zie (16J). Wij heb-
ben de bewijsvoering van deze schrijvers gewijzigd op som-
mige punten waar een verouderde redeneringswijze werd toe-
gepast. m m 
De stochastische grootheid s = Z: p. = mn - .E q1., 
- h11.L - 1 h::1. ._ 
die we hier gebruikt hebben is als het ware het complement 
WI 
van de stochast.ische grootheid l; q. , die ten grondslag 
i.:a ..,J. 
ligt aan de tweede schatting van Fisher (zie 3.2); de ver-
delingen van beide grootheden zijn symmetrisch ten opzichte 
van ½mn. De breedte van de met bovenstaande methods ver-
kregen betrouwbaarheidsintervallen kan ons dus tevens een 
inzicht verschaffen in de nauwkeurigheid van de tweede 
schatting van Fisher. In 4.6 zullen wij op grond hiervan 
tot de conclusie komen, dat de aannemelijkste schatting 
veel nauwkeuriger is. 
4.6 Benalin~n betrouwbaarheidsintervallen met behulp van de 
aannemeli_j_kste schatting .. 
Zoals wij in 4.4 gezien hebben is het in principe mo-
"' gelijk de verdeline van£ te berekenen, als de coli-dicht-
heid fen het schema van het experiment (ni en vi voor alle 
verdunningen) gegeven zijn. Indien men deze verdeling voor 
een groot aantal waarden van f kent, kan men een methode 
aangeven om -.betrouwbaarheidsintervallen voor f te bepalen. 
Het is echter in 4.4 eveneens gebleken, dat het ondoenlijk 
is om de verdeling van~ bij een groot,aantal waarden van 
f exact te berekenen. Men kan echter trachten de exacte 
berekening door een benadering te vervangen. Eem dergelijke 
benadering kan men interpreteren als een onzekerheid in de 
grenzen van het onbetrouwbaarheidsinterval, maar desgewenst 
ook als een onzekerheid in de betrouwbaarheidsdrempel. 
"' Een goede benadering van de verdeling van r kan men 
nu verkrijgen door de frequentie.verdeling in een vddoende 
,. 
grote en representatieve steekproef van rte bepalen. 
Om een steekproef uit de verdeling van 1 (bij gegeven 




1e .. Men berekent voor iedere verdunning apart de theo-
retische verdeling van het aantal positieve mon-
sters volgens: _ '1('n•-k) -fVi l< 
P. c P ( h. e k l c ( ~i) e f ' ( 1- e ) 
'~k !:.' " , 
Verg .. (5), i=1,2,,. .. ,m; 1'=0 , 1 , 2 , .. .. • , n . .. 
J. 
2e .. Men neemt m grote steekproeven van de uitgebreid-
heid N uit een homogene (0,1) verdeling; dit is 





0 ~ X f 1 
X > 1 
We duiden deze steekproeven aan met: 
x. 1 , x. 2 , .. .. .. , N ( i= 1 , 2, .... , m) .. i, i, ' 
In tabellen van "random numbers" (b .. v. IVI .. G .. Kendall en B .. Bab-
ington Smith, Random Sampling Numbers) vindt men zeer uitge-
breide steekproeven uit een homogene verdeling .. 
J~ .. Men past op de steekproeven de volgende, transfor-
matie y = /i(x) toe: 
y = 0 als 0< x < P. O 
J.' 
y = 1 als P. O < x < P. O + P. 1 
J.' 1.' l.' 
• 
.. 
.. i(e( 'k 
y = k als Z: P. V < X < z:: P. 




y = N als 1 - P. N 
J.' 
<X < 1 
Wij verkrijgen zodoende m getransformeerde steekproeven 
Y1· 1' Y1· 2, ...... , Yi N (i = 1, 2, .... , m) 
' ' ' 4e .. Men substitueert in vergelijking (9) achtereenvol-
gens: 
P1 = Y1' 1' P2 = Y2 11 , ..... , = Ym 1 j l f , , , 
' 




P1 = Y1,N' P2 = Y2,N'"""' Pm= Ym,N 
en verkrijgt zodoende N vergelijkingen .. De o:plossingen van 
deze vergelijkingen naar r noemen wij r 1 , r 2 ,@ ... , rN .. 
Men kan nu zonder g:rote moei te aant.onen, dat r 1 , ..... ,rN 
een steek:proef van de uitgebreidheid N uit de verdeling van 
A 
~ is. Hiermee is, zoals wij gezien hebben, tevens een expe-
,.. 
rimentele ben~dering voor de verdeling van£ verkregen .. 
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Op deze wij ze kan men bij iedere f approximatief de 
. ;,. 
verdeling van r:, bepalen, dus, eveneens approximatief, de 
kleinste door 1 aangenomen waarde R(f) waarvoor eeldt: 
4A 
en de grootste door [ aangenomen waarde r(f), waarvoor geldt 
f [ f ~ r(e )J -~ i . 
Men zal de hypothese f == f' 0 kunnen verwerpen behoudens 
een waarschijnlijkheid f « als geldt: 
r ~ r? ( e o) oi ? ~ f"' ( e O) • 
Een betrouwbaarheidsinterval voor ~ verkrijt;t men dus 1 ) 
door de verzameling te nemen van alle waarden p O van f 1 die 
o:p grand van de bij een experiment verlrregen aannemelijkste 
A A 
schatting r ::::.: r O ntet voor verwerping in aarnnerking komen .. 
D .. i .. dus de verzameling van d:Le waarden f O van p , waarvoor 
geldt: 
In de practijk gaat men als volgt te werk. Men tekent 
,... 
in een (e,r)-diagram een aantal puntenparen (e,r(,e)) en ( f ,R(f)) en past bij de punt en (f> ,r(f)) een kromrne k, bij 
de punten ( f,R(f)) een krom"11e K aan .. Vervolgens bepaal t men 
,,..) ,A) ,,..._,;, de snijpunten (f1,r0 en (p2 ,r0 van de rechte r=r0 met res-
pectieve.lijk ken K. Het betrouwbaarheidsinterval voor f 








~t f'a. f? 
________ f ~ 3. ( 'f°'OQlid,tiflg. :t.ie bb ;1,1) 
1) Zie memorandum S 47 (Ni 18), 11 Betrouwbaarheidsintervallen 11 






f = coli-dichtheid, 
,..._ 
r = aannemelijkste schatting van de coli-
dichtheid, 
Jt = punten (f ,R(f)), 
o = punt en (f ,r(p)), 
R(p) = kleinste door r aangenomen waarde, diE 
vol de et aan p rf i:: R(f) It J ;; ~' 
r(p) = grootste door r aangenomen waarde, diif 
voldoet aan P[f ~ r(f) l ) ~ ~' 
k is kromme aangepast bij de punten ° , 
K II 
" " 
II II II 
• 
A "' De rechte r = r 0 snijdt Kin A (f1,r0 ) en 
k in B (f 2 , r O ) , 
f 1 < p < f 2 is een betrouwbaarheidsinterval 
,,.. " voor f, als r = r 0 , met een onbetrouwbaar-
heidsdrempel :::i ot .. 
De hierboven beschreven methode is afkomstig van Mej. 
J.SUPINSKA (zie (16]) en door haar uitgewerkt voor het ge-
val v 1=10, v 2=1 en v3=0,1. De resultaten van Mej.Supinska 
zijn verenigd in een grafiek, waarvan een fotocopie aan dit 
rapport is toegevoegd (Bijlage VI). 
De in deze grafiek horizontaal uitgezette grootheid 
I A correspondeert met~, de verticaal uit ette grootheid 
A correspondeert met f , voor de aangepaste krommen ken 
K zijn hier parabolen genomen. Na het bovenstaande is het 
duidelijk hoe men deze grafiek kan gebruiken. De opmerking 
uit de laatste alinea van 2.5 is hier eveneens van toe-
passing; indien v 1=k x 10, v2=k en v3=k x 0,1 is, vindt 
men met behulp van de grafiek betrouwbaarheidsintervallen 
voor k.p. v 
Indien men de breedte van de betrouwbaarheidsintervall~ 
van Mej. Supinska wil vergelijken met de breedte van betroum 
baarheidsintervallen berustend op het totaal aantal posi-
tieve monsters~' is de grote moeilijkheid, dat de verschil-
lende proefresultaten, waarvoor ~ hetzelfde is, verschillen-
de betrouwbaarheidsintervallen leveren volgens de methode 
van lVIej.Supinska, doch slechts een betrouwbaarheidsinterval, 
volgens de methode, die berust 01> de waarde van ~- De 
schrijvers van [16] hebben de breedten van de betrouwbaar-
heidsintervallen van 4.5 voor een aantal waarden van~ bere-
-- -
kend en het kleinste dezer intervallen vergeleken met het 
kleinste interval in de door Mej.Supinska geconstrueerde 
figuur 3. Daarbij hebben zij om een vergelijking mogelijk 
te maken, in beide gevallen de breedte gedeeld door de 
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onderste grens van het interval. Deze vergel ijkine valt 
sterk ten gunste van de methode van Mej~ SUPINSKA uit. Men 
heeft hiermee een aanwijzing dat de aannemelijkste schatt 
nauwkeuriger is dan de tweede schatting van FISHER (zie 
J.2 en 4.5). Dit is te verwachten op grond van het feit, 
dat de aannemelijkste schatting vollediger van de gegevens 
gebruik maakt dan de 'tweede schatt van Fisher .. 
W.G.COCHRAN veronderstelt om betrouwbaarheidsinterval-
,... 
len voor f te kunnen bepalen, dat log ! norm.aal verdeeld is 
met een spreiding crl ,. ;::. 0, 55V log a ( a = verdunnings-
og ! n 
factor, n = aantal monsters per verdunning) (zie [30J). Hij 
vermeldt niet hoe deze formule afgeleid i4 In ieder geval 
geldt ook hier .het bezwaar genoemd in 4.2, dat de spreiding 
van log fin het geheel niet bestaat. De verdeling van 
log 'r kan dus in ieder geval niet exact normaal zijn; voor 
men de methode van Cochran als benaderingsmethode kan toe-
passen, zal men eerst moeten nagaan in hoeverre de verde-
ling van log~ door een normale verdeling geapproximeerd 
wordt. 
4.7 ~ige opmerkingen over de gunstigste opzet van de experj-
menten. 
Indian men experimenteert met monsters van ge jk vo-
lume is slechts de keuze van dit volume van belang. (Ten 
aanzien van het aantal monsters n kan immers worden opge-
merkt, dat vergroting van n steeds bijdraagt tot verhoging 
vande nauwkeurigheid van de schatting. De grootte van n 
wordt dus bepaald door de experimentele mogelijkheden en 
de eisen, die men aan de nauwkeurigheid stelt). 
Zijn er a priori geen gegevens over de grootte-orde 
van p, dan kan men uiteraard geen aanwijzingen geven over 
de keuze van v (en verdient het aanbeveling met meedere 
monster-volumina te werken). Beschikt men wel over gegevens 
dan staat men voor het dilemma beschreven in 4.3; de groot-
ste nauwkeurighei d kan men verwacht en als f v ':::i 1 , 2 a 1 , 5 is, 
doch de kans op een ongedetermineerd resultaat is het 
kleinste als e-pv=0,5, dus pv:::: 0,7 is. In de practijk 
speelt dit dilemma geen grote rml, omdat de gegevens be-
treffende fin het algemeen van dien aard zijn, dat men 
slechts zeer globale aanwijzingen kan geven voor de keuze 
van v. 
Indien men meercl•r.a:: verdunningen we;:nst te gebruiken, 
z,al men ook over de keuze van neerdere grootheden moeten 
beslissen .. Als wij ons hierbij beperken tot het geval dat 
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de monster-volumina een meetkundige reeks vormen en dat van 
iedere verdunning een gelijk aantal van n monsters wordt 
genomen, terwijl het totale aantal te gebruiken monsters mn 
door de experimentele mogelijkheden begrensd is, dan kan 
men het kleinste monster-volume vi., de verdunningsfactor a 
en n nog kiezen .. 
W.G.COCHRAN (zie· [30)) heeft grenzen aangegeven voor 
de keuze van yL en vH (het kleinste resp. grootste monster-
) < 1 > 1 . volume en wel V1,= fH' vH= f':1/ waarin VH de grootste en p :1. 
de kleinste coli-didtheid is, die men voor het te onderzoe-
ken materiaal mogelijk acht. Afgezien van het feit, dat het 
minstens even belangrijk is een benedengrens voor vL en een 
bovengrens voor vH aan te geven, kan men aan de door Cochran 
aangegeven grenzen geen bijzonder grote waarde toekennen. 
Het is een op grond van overwegingen betreffende de nauw-
keurigheid van experimenten met een verdunning en betreffen-
de de kans op een ongedetermineerd resultaat vrij willekeu-
rig gekozen globale regel, waarnaast men met evenveel recht 
een groot aantal andere dergelijke regels zou kunnen stellen 
De, :&elfde schrijver is zoals wij gezien hebben in 4 .. 2 
uit nauwkeurigheidsoverwegingen tot de conclusie gekomen, 
dat het aanbeveling verdient met een kleine verdunningsfac-
tor te werken .. Dit betekent dat, als vL en vH eenmaal geko-
zen zijn, men a klein, het 'aantal verdunningen m groot en 
dus n klein zal moeten kiezen .. Het is echter tevens van be-
lang rekening te houden met de kans op een ongedetermineerd 
resultaat. Deze kans wordt gegeven door: . 
-o-.t)n 
vn. -pv.,. a 
c 32) 'P [ § = o of § ~ m n l f? l -= TT e -+ 
h. i ... (i""t) n 
rr1r1 ( .... ,vMa ) 
-+ 1- e 
h11 
(waarin ~ het totale aantal positieve monsters voorstelt). 
Men kan nu bij gegeven vH' a, men n een interval voor 
f bepalen, waarbinnen geldt: 
(33) :f{!=O of!• If'] ~o.oS 
Naarmate het interval breder is, is het experiment 
uit d~t gezichtspunt gunstiger te achten. WlATUSZEWSKI, NEY-
MAN en SUPINSKA, van wie deze methode afkomstig is (zie [16]: 
noemen het door (33) gedefinieerde interval de "range of 95 
percent efficacy" .. Deze range wordt kleiner als a afneemt 
en groter als n toeneemt. Terwijl wij om de nauwkeurigheid 




lem moeten kiezen, leidt de overweging van de kans op een 
ongedtermineerd resultaat tot de tegengestelde keuze. 
5. Conclusies. 
5.1 Proeven met verschillende verdunningen. 
Indien men een proef verricht heeft met verschillende 
verdunningen is de aannemelijkste schatting, die men ver-
krijgt door vergelijking (9) op te lossen, de nauwkeurig-
ste puntschatting van de coli-dichtheid. De berekening van 
deze schatting is vrij bewerkelijk, doch zij is voor een 
aantal veel voorkomende gevallen getabelleerd (zie 2.5). 
Wenst men een interval-schatting, dan is de methode van 
Mej. J.SUPINSKA (zie 4.6), die op de aanneme.lijkste schat-
ting berust, het meeste aan te bevelen. Deze methode is 
echter slechts voor een geval volledig uitgewerkt; het zal 
veel werk vergen om met deze methode in andere gevallen be-
tro17Wbaarheidsintervallen te berekenen. De tweede schatting 
van FISHER (zie 3.2) is, indien men beschikt over de "Sta-
tistical tables" van Fisher en Yates, veel mindtr bewerke-
lijk doch oak minder nauwkeurig dan de aannemelijkste schat-
ting. Op grond van deze methode kan men betrouwbaarheidsin-
tervallen voor de coli-dichtheid aangeven; deze zijn gemak-
kelijker te bepalen maar ook breder dan de betrouwbaarheids-
intervallen van Mej. J.SUPINSKA. De grafische methoden van 
Ir LEEFLANG en Dr Ir HASPERS (zie 3.3 en 3.4) zijn slechts 
als orienterende methoden te gebruiken zolang men niet aan-
geeft, hoe men de S-krommen van Ir Leeflang en de re ch ten 
van Dr Ir Haspers zal aanpassen. Deze methoden zijn zeker 
niet nauwkeuriger dan de aannemelijkste schatting en het 
staat te bezien of zij sneller tot een resultaat voeren dan 
de tweede schattingsmethode van Fisher. Bet is vrijwel on-
doenlijk een algemene regel aan te geven, hoe groot men bij 
een proef met meerdere verdunningen het aantal verdunningen, 
de verdunningsfactor en het aantal monsters per verdunning 
moet kiezen. Dit zal van tal van practische overwegingen 
afhangen, die van geval tot geval bekeken zullen moeten 
· warden. 
5.2 Proeven met een verdunning. 
De aannemelijkste en tevens nauwkeurigste schatting 
van de coli-dichtheid is in de gevallen, waarbij gewerkt 
wordt met een verdunning zo gemakkelijk te berekenen, dat 
andere schattingen niet in aanmerking komen. Het is tevens 
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niet moeilijk om hier betrouwbaa.rhej.dsintervallen voor de 
coli-dichtheid te bepalen, hoewel men hierover in de litte-
ratuur ni.ets aantreft .. Di t onderwerp wordt in ons aanvul-
lend rapport behandeld. De beschouwing betreffende de varj.a-
tie-coefficient van HALVORSON en ZIEGLER (zie 4.,3), stelt 
' . --
ons in.staat een gunstig monster-volume te kiezen, als men 
over enige voorkennis van f beschikt .. 
Het komt ons voor, dat deze voordelen van het werken 
met een verdunning niet voldoende beseft warden. Nagenoeg 
alle schrijvers houden zich hoofdzakelijk bezig met de 
proeven, waarbij meerdere verdunningen worden gebruikt. De 
methode met een verdunning wordt toegepast bij de samen-
stelling van norm-voorschriften voor drinkwater. Dit onder-
werri zal echter in het aanvullend rapport behandeld worden .. 
In het bi,i zonder indien men een betrouwbaarheidsin:terval 
wil bepa1en, verdient het werken met een verdunning de voor-
keur .. De moeilj_jkheid van de keuze van het monster-volume 
kan opgelost worden doorclat men vooraf een globale bepaling 
verricht met meerdere verdunningen, waarl:iij men kan vol-
staan met een eenvoudige schattingsmethode (b.v. de tweede 
schatting van Fisher). 
De nmnm.ers tussen vierkante haken ZlJn verwiJ zingen 
naar de hier bijgevoegde litteratuurlijst (Bijlage I). Een 
systematisch over:aicht van deze litteratuur treft men aan 
in Bijl2ge II. Bijlage III bestaat uit een lijst van een 
aantal ouuere artikelen, die n:i.et in di t rapport, noch in 
het litteratuuroverizcht van Bijlage II verwerkt zijn. Het 
betreft hier artikelen die inmiddels door latere rmblicatie: 
achterhaald zijn. 
De dri.e andere bij lagen zijn een memorandum ( een kort 
orienterend referaat) over 11 Enige definities uit de schat-
tingstheorie" (Bij1age IV), een memorandum over 11 Betrouw-
baarheidsinterval1en11 (Bijlage V) en een fotocopie van de 
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A m s t e r d a- m -o. 
~~~------~--~---~---Statistische Afdeling 
s 53: {M 21) 
Enige definities uit de.schattinget11eorie. 1) 
1. Inlei,,.ding. 
Een veel voorkomend probleem in de statistiek is het 
schatten van een of meer onbekende parameters (b.v. het ge-
middelde of de spreiding) van een overigens bekende waarschijn-
lijkheidsverdeling W, indien een aantal waarnemingen gegeven 
zijn. Men schat de onbekende parameter dan door een functie 
van de waarnemingen. Zijn x 1, •.• ,xn de waarnemingen en zijn 
deze onderling onafhankelijk dan kan men b.v. het gemiddelde 
van de waarschijnlijkheidsverdeling W schatten door de groot-
heid 
(1) 
dus door het gemiddelde van de waarnemingen.,Een dergelijke 
schatting geeft in het algemeen niet de werkelijke waarde van 
de gezochte parameter, maar een daarbij in de buurt liggende 
waarde, Men heeft steeds de keus tussen een aantal verschil-
lende functies van x 1, ••• ,xn als schattingen voor dezelfde 
onbekende para~eter. Zo kan men b.v. als schatting voor het 
gemiddelde van de waarschijnlijkheidsverdeling ook nemen de 
functie 
( 2) 
Men kiest nu uit deze mogelijkheden naar aanleiding van 
de .eigenschappen, die de verschillende schattingen bezi tten. 
Daartoe denkt men zich het experiment vele malen herhaald, 
d.w.z. men onderstelt, dat vele reeksen van onderling onaf~ 
hankelijke waarnemingen x 1, ••• ,xn zijn verricht en berekent 
voor ieder van deze reeksen de verschillende schattingen. 
Van ieder dezer schattingen verkrijgt men zodoende een groot 
aantal waarden, waaruit men eigenschappen omtrent de nauw-
keurigheid der verschillende schattingen kan afleiden. In 
mathematische form.ulering komt dit daarop neer, dat men ieder 
-..---------------1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
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der waarnemingen x1, ••• ,xn beschouwt als een stoohastische groot-
heid 1 ), die verdeeld is volgens de waarschijnlijkheidsverdeling ·v, 
waarvan de onbekende parameter geschat moet worden. Deze stochasti-
sche grootheden ~ 1, ••• ,.!.n_ zijn, indien de waarnemingen onafhankelijk 
zijn, bovG;.ndien onafhankelijk verdeeld, alle volgens dese zelfde 
waarschijnlijkheidsverdeling W. Wij beperken ons tot de schatting 
van een onbekende parameter van W, die wij met 0 angeven en laten 
het geval van de gezamenlijke schatting van verschillende parameters 
bu.iten beschouwing. 
De schatting van 9 ui t n waarnemingen ~ 1 , •• : ,xn geven we aan met 
(3) 
daar B:n een functie van x 1 , ••• ,xn is en dus zelf ook een w~arsch~j~-
1:ijlcheidsverdeling bez.i t. 
De definities van enkele eigenschappen uit de schattingstheorie 
geven wij eerst in populaire vorm en vervolgens (in§ 3) in streng 
mathematische vorm. 
2. Definities _(populair). • 
A. ~en .~c11,atting2) Pon van een parameter e heet zuiver2>,. in~~en 
l!_et gemiddelde van de WJl~rschij~lijkheidsverdelin,K ~~~ 2!n g_eli,jk aan 
e is. 
Voorbeelden: De door (1) en (2) gegeven schattingen van het gemid-
delde van de waarschijnlijkheidsverdeling W zijn beide zuivere 
schattingen. De schatting 
waarin ~ het door (1) gegeven gemiddelde der waarnemingen voorstelt, 
is een zuivere schatting van de variantie (het spreidingskwadraat) 
van w. 
B. Een schatting un vane he~~ as:yp1ptotisch zuiver3), indien he~ 
gemiddel.de van de ~aarschijnlijkheidsverdeliJli[ v:,an un voor n ➔ oo 
tot 9 nadert. 
___ ..,.. ___ _._,... _____ ........ 
1) Een stechastische grootheid is een grootheid, die een waarschijn-· 
lijkheidsverdeling bezi t; wij geven een dergelijke grootheid aart 
door onderstreepte letter, terwijl niet onderstreepte lette:rsge-
wone algebraische grootheden of door stochastische grootheden aan-
genomen waarden voorstellen. 
2) Engels: "estimate" resp. "unbiased11 • De vertaling der termen is 
van Prof. Dr D.van Dantzig; zie de litteratuurverwj_jzing aan het 
einde van dit memorandum. 





is een voor eindige n onzuivere, maar asymptotisch zuivere, schat-
ting van de variantie van w. 
C. Een schattin~~n van 0 _ heet brujkba?,r 1), indien men,_ door 
het. vverrrichten ~an _een voldoende g_ro.ot a_~ntal wa.arn~_1.1.~ng~e.I!. kan _zor-
g_en d~t, o,:e, een willekem::ig ~l~ine ge_g_even waars~~ij_g_lijkheid na, 
het verschil tuss_!3n de gevonden waard~_van ~n en qe _ _zezoc~te waaFde 
0 ~leiner is dan een willekeurig klein ,geg_even geta}. Anders ui tge-
d.rukt: indien men, op een willekeurig kleine waarschijnlijkheid na, 
iedere gewenste nauwkeurigheid kan bereiken door n voldoende groot 
te kiezen. 
Voorbeeld: Vrijwel alle gebruikelijke schattingen z1Jn bruikbaar. 
De door (1) gegeven schatting van het gemiddelde van W gaat b .. v. 
in een niet bruikbare schattip.g over, indien wij de factor J ver-
vangen door ~n• Bij een toenemend aantal waarnemingen zal dan de 
schatting vrijwel zeker vlak bij de helft van het gemiddelde te-
recht komen. 
D. !_en schatting un van 0 heet de doeltreffendste2 ) schat~_in~ 
ya~~ iAdim.zij zuiver i~ en ll_~~endien van alle zuivere scha~tinz~~ 
de ,_klei1'1:,ste_ spreiding bezi t • 
.Y.9orbeel_£: De door (1} gegeven schatting van het gemiddelde van 
Wis, als Ween normale waarschijnlijkheidsverdeling is, de doel-
treffendste schatting van het gemiddelde. 
E. Een schatting 2::1-n vane heet een a..m:Etot~sch meest doel treffen-
de3), indien zij bruikbaar is en ondeE. __ alle bruikbare schattingen 
voor n ➔ oo de ~leinste S,Erei_ding bezi t. 
Voorbeeld: de schatting (5) is evenals (4) een asymptotisch meest 
doel treff ende schatting van de variantie van 77 , indien 1?! een norma-
le waarschijnlijkhei dsverdeling is;. DG.arcntegcn voldo'ct ( 4) wol •' maur 
(5) niat can do dofinitia D •• 
.... _ .............. -..... -------... ---
1) Engels: "consistent". 
2) Engels: "most efficient estimate 11 • Deze naam wordt ook vaak c3ege-
ven aan de onder E genoemde schattingen. 
3) Engels: ''.asymptotically mos-t -efficient estimate 11 • Vgl. ook 




F. ,Een schatting ~ van 0 h~t ,de .aanne!l!,eli_jkste schatting1_) va_~ 
e , indien d~arschijnlijkheid_,__ of bi.j c _ ontinue. '"[ de ,waarschi,Jn-
~ijkheidsdichtheid vap he~o~denyesJiltaat (d.i. van de gevon,.4e~ 
waarnemingen x 11 •• •Jxn) maximaal wordt b_i;L su_bsti tutie van u0 voor 0 • 
Voorbeeld: Indien onder n worfen met een munt a maal kruis voor-
komt, is a/n de aannemelijkste schatting van d~ kans o:p kruis. 
O;emerkin_,g: In de volgende paragraaf worden deze definities gepre-
ciseerd en nog een enkele verdere definitie toegevoegd. Verder wor-
den enkele eigenschappen ver:a.1eld. 
). Precisering, ~an de definities. 
Zij F(x/ 8 ) de verdelingsfu.nctie en f(x/ 0 ) , indien deze bestaat, 
de waarschijnlijkheidsdichtheid van de waarschijnlijlcheidsverdeling 
W met de onbekende parameter S • 
. ' Zij verder 
' (6) -t9 ~l~):: ~ LSl~) ctfl~la) ~ ~ ~l'"lC.) \l~\e)o\«-
Dan is: u 
A. un een zuivere schattin_g van Q, indien geldt: 
B. ~ een asympt_.2tisch zuivere schattin6. van S, indien geldtJ 
(8) ~ -t u_"(\. -==- e 
ih- ➔ V) El -
C. un een bruikbare. scha_t-tin..e;_ van 9 , indien voor iedere E.. '7 0 
geldt: 
(9) ~ °1>[\ ~-vt. - 9\ '> l.j :=O 
rr,. ~O'l 
D. un de doeltreffende~~e schatting van O, indien ~ aan (7) v9l-
doet en 
(10) 2) 
is voor iedere vn, waarvoor (7) geldt. 
E. ~ een as,YlII.J)totisch doeltreffendste sch~ttin.E, van 0, indien 
B:.n aan (9) voldoet, terwijl voor iedere vn, die aan (9) voldoet geldt~ 
1) Engels: "maximum likelihood estimate 11 • Dit begrip is afkomstig 
uit de theorie der aannemelijkste schattingen van R.A.Fisher. 




( 11) ~ l \:k 'l\.) 
~ t,~=) 
D', · E'. Men noemt Rn ~l.treft:,~nd_er resp. ~§3!.!e_totisch -~el tre.f-
! ender da.n "'~ cla ~chc,',:ttir.:.g vun & , indicn ( 10) rcr.:.:p. ( 11) gold t met 
het klcincr-token. 
Men noemt de grootheid: 
'l.,""' ~~ ere \ «'YI.) (12) 
~ ➔ O'l ~~ t\r-) 
de ,!!S.J!!D,~~2tische_doeltreffendheid1) van ~n' indien l!n een asymptoti-
sch meest doeltreffende schatting van 0 is. 
F. De aannemelijkheid2) van het stelsel waarnemingen x1, ••• ,xn 
wordt gedefinieerd door 
'n. 
<13) t-;: ~ ~ tl,xi\~) 
\.':::.\ 
of, indien Ween discontinue waarschijnlijkheidsverdeling is, .door: 
* fyl_ . 
( 14) e_ -::. L ~-PC~~~~~ \a} 
~ ~~\ t en ~ ·warden in de theorie der aannemelijkste schattingen be-
schouwd als functies van Sen de aannemelijkste sc_h.~ttinE un vane , 
bij gegev~n x 1 , ••• ixn, wordt gedefinieerd als die waarde van 9, 
waarvoor~ resp.~ een absoluut maximum bezitten. 
Enk .. ele ei_genschap32en.-
Een bruikbare schatting is altijd asymptotisch zuiver. 
Een zuivere schatting is bruikbaar, indien geldt: 
(15) -tWV\. <r- l v. I\\,"" ~ o 
"" .... ..., a - l 
3) 
Onder vrij algemene voorwaarden geldt, dat de aannemelijkste 
schatting bruikbaar en asymptotisch meest doeltreffend is. Een van de 
voorwaarden, waaronder deze stelling bewezen is, is, dat ~?f een con-
tinue waarschijnlijkheidsverdeling is. 
Litteratuur: D.van Dantzig, Kadercursus imthe1natische Statistiek, 
Mathematisch Centrwn, Amsterdar.o. 1946-1950, Hoofdst1,-:.ic L!- . 
1) Engels: 11 efficiencyn; ook in het Nederlands laat men de toevoe-
ging 11 asymptotisc1:t1 meestal weg. 
2) Engels: "likelihood functionii of "likelihood 11 • 





Betrouwbaarheidsintervallen (algemeen). 1 ) 
Zij x. een stochastische grootheid, die een verdelingsfunctie 
bezit die, op een onbekende parameter I) na, geheel beken<l is 
( 0 kan bv. het gemiddelde van~ zijn, of de spreiding of 
iets dergelijks), dan kan men de vraag stellen uit een aantal 
waarnemingen van ~ een schatting voor ti af' te leiden. 
Een betro!J.wlaarheidsinterval ~ voor 6' is een interval, 
waarvan de grenzen Qfhankelijk zijn van de waarnemingen .x1 , ••• , 
.k"-n van ~ , en dat de eigenschap bezit, behoudens een zekere 
gegeven onbetrouwbaarheid ,tX. , de juiste waarde van· 0 te b,3vattc'n. 
Di t betekent, dat bij een serie be:palingen van betrouwbaarheid,s--
intervallen slechts in ongeveer een fractie U- van deze gevalh:r 
het interval cfY zo zal ui tvallen, dat het fJ niet bevat. Hierbij 
is dus 0 constant en het interval :t veranderlijk ( en wel sto-
mastisch). Hierin ligt het grate verschil met een zgn. voor-
spellingsinterval, d. i. een gegovGn vast interval, waar een 
stochastisch punt met een zekere waarschijnlijkheid in valt. 
Het g_lgemene Rrincjpe ter bepaling van een betrouwbaarheids~ 
interval is het volgende~ zij 7een toets voor de hypothese 
& = ~ (vgl.S47(M6)), dan is d de verzameling van die waarden 
~ die bij toepassing van:57' op grand van de gevanden waarne-
mingen ~ , ..•. , x-n- ~~ voor verwerpi:rig_J:n ·-~.f~}11!~:r:lf=i:rrg__l.f_~• 
Is 1/ toegepast met- een onbetrauwbaarheidsdrempe 1 cL , dan is di t 




M.G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, London 1946, 
deel II, p.62-84. 
A.M. Mood, Introduction to the theory of Statistics, London 
1950, p.220. 
J. N~vri:ian, First course in probability and statistics, N.Y.1950. 
1) Dit memoranaum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 










Notice.-- The two horizontal scales in the diagram are those of ,\', the 
maximum lik,,lihoo<l ,•st imat,, of,\ as rparl up from thr, table of H11h·orso11 and 
Ziegler. The vertical sc·alt•, given in steps, refors to tho ends of ,·onfi<lence 
inten·als. To obtain tlw l'onfidenct• interval r·orrespo111li11g to an., J.'.J\ ,·n ,alue 
of,\' find tl11, value uf ,\' in the two horiwntal s,·ales anrl n111111•,·t • rnrrn• 
spon<ling point,8 hy a straight line. The points of inters,,etio11 n! • ;,., ,am<' 
with tho two parabola> will rletermino the confidonee intnnll n·•i .. ,n·d. , .g. if 
,\' ·= :!·:!5, then tho <"onfidcnce interval will extend from ,\ I " to about 
,\ = 4·3 . 
